
第 7 章：联邦学习的多目标优化
思考题 7.1

由于三个目标 ϵp, ϵu, ϵc 都是越小越好，因此在多目标优化中，若一个方案
在三个目标上都不大于另一个方案，且至少有一个目标严格更小，则称前者支
配后者。

首先检查三个方案是否满足约束条件：

ϵp ≤ 0.3, ϵu ≤ 0.5, ϵc ≤ 0.45

对三种方案分别有：

α = (0.25, 0.40, 0.35), β = (0.30, 0.35, 0.30), γ = (0.20, 0.45, 0.40)

可以看出三者都满足约束，因此都是可行解。

(a) 这里不作图，直接用文字说明 Pareto 前沿。比较各方案：

α 与β :

方案 α 在隐私泄露上更优：
0.25 < 0.30

但在效用损失和通信成本上较差：

0.40 > 0.35, 0.35 > 0.30

因此 α 不支配 β，β 也不支配 α。

α 与γ :

方案 γ 在隐私泄露上更优：
0.20 < 0.25

但在效用损失和通信成本上较差：

0.45 > 0.40, 0.40 > 0.35

因此 α 与 γ 互不支配。

β 与γ :

方案 γ 在隐私泄露上更优：
0.20 < 0.30

但方案 β 在效用损失和通信成本上更优：

0.35 < 0.45, 0.30 < 0.40

因此 β 与 γ 也互不支配。
所以，原来的三个方案都属于非支配解，即 Pareto 前沿为

{α, β, γ}
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(b) 验证方案 β 是否被其他方案支配。
若 β被支配，则必须存在某个方案在三个目标上都不大于 β = (0.30, 0.35, 0.30)，

且至少一个更小。
先看 α = (0.25, 0.40, 0.35)：

0.25 < 0.30

但
0.40 > 0.35, 0.35 > 0.30

因此 α 不支配 β。
再看 γ = (0.20, 0.45, 0.40)：

0.20 < 0.30

但
0.45 > 0.35, 0.40 > 0.30

因此 γ 也不支配 β。
故方案 β 不被其他方案支配，即

β 不是被支配解

(c) 引入新方案
δ = (0.28, 0.38, 0.33)

先验证其是否满足约束：

0.28 ≤ 0.3, 0.38 ≤ 0.5, 0.33 ≤ 0.45

因此 δ 也是可行解。
接着比较 δ 与原有方案的支配关系。
与 α = (0.25, 0.40, 0.35) 比较：

δ 在ϵu, ϵc 上更优，即0.38 < 0.40, 0.33 < 0.35

但在 ϵp 上较差：
0.28 > 0.25

所以 δ 与 α 互不支配。
与 β = (0.30, 0.35, 0.30) 比较：

δ 在ϵp 上更优，即0.28 < 0.30

但在 ϵu, ϵc 上较差：
0.38 > 0.35, 0.33 > 0.30

所以 δ 与 β 互不支配。
与 γ = (0.20, 0.45, 0.40) 比较：

δ 在ϵu, ϵc 上更优，即0.38 < 0.45, 0.33 < 0.40
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但在 ϵp 上较差：
0.28 > 0.20

所以 δ 与 γ 也互不支配。
因此，新方案 δ 不被原有方案支配，同时也不支配原有任何方案。引入 δ

后，Pareto 前沿扩展为
{α, β, γ, δ}

也就是说，前沿上的非支配解数量由原来的 3 个增加为 4 个，说明新方案
提供了一个新的折中选择：它在隐私、效用和通信三者之间取得了较为均衡的
表现。

思考题 7.2
设高斯过程先验均值函数为 0，核函数为

k(x, x′) = exp
(
−∥x− x′∥2

2l2

)
记输入向量为

x = (ϵp, ϵu)

已有观测点为

x1 = (0.25, 0.40), x2 = (0.30, 0.35), x3 = (0.20, 0.45)

对应观测值为

Y0 =

0.350.30
0.40


要求在测试点

x∗ = (0.28, 0.38)

处进行预测。

(a) 高斯过程回归的预测均值与方差公式分别为

µ(x∗) = k⊤∗ K
−1Y0

σ2(x∗) = k(x∗, x∗)− k⊤∗ K
−1k∗

其中

K =

k(x1, x1) k(x1, x2) k(x1, x3)
k(x2, x1) k(x2, x2) k(x2, x3)
k(x3, x1) k(x3, x2) k(x3, x3)

 , k∗ =

k(x∗, x1)
k(x∗, x2)
k(x∗, x3)


若取长度尺度 l = 0.5，则首先计算各核值。
由于

k(xi, xi) = 1
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故对角元均为 1。
再计算非对角元：

∥x1 − x2∥2 = (0.25− 0.30)2 + (0.40− 0.35)2 = 0.005

k(x1, x2) = exp
(
− 0.005

2× 0.52

)
= exp(−0.01) ≈ 0.9900

同理，

∥x1 − x3∥2 = (0.25− 0.20)2 + (0.40− 0.45)2 = 0.005

k(x1, x3) ≈ 0.9900

∥x2 − x3∥2 = (0.30− 0.20)2 + (0.35− 0.45)2 = 0.02

k(x2, x3) = exp
(
− 0.02

2× 0.52

)
= exp(−0.04) ≈ 0.9608

因此

K ≈

 1 0.9900 0.9900
0.9900 1 0.9608
0.9900 0.9608 1


接着计算测试点与各训练点之间的核值：

∥x∗ − x1∥2 = (0.28− 0.25)2 + (0.38− 0.40)2 = 0.0013

k(x∗, x1) = exp
(
− 0.0013

2× 0.52

)
= exp(−0.0026) ≈ 0.9974

∥x∗ − x2∥2 = (0.28− 0.30)2 + (0.38− 0.35)2 = 0.0013

k(x∗, x2) ≈ 0.9974

∥x∗ − x3∥2 = (0.28− 0.20)2 + (0.38− 0.45)2 = 0.0113

k(x∗, x3) = exp
(
− 0.0113

2× 0.52

)
= exp(−0.0226) ≈ 0.9777

故

k∗ ≈

0.99740.9974
0.9777


代入公式可得预测均值近似为

µ(x∗) ≈ 0.3248

预测方差近似为
σ2(x∗) ≈ 2.00× 10−4

因此，在点 (ϵp = 0.28, ϵu = 0.38) 处，

µ ≈ 0.3248, σ2 ≈ 0.0002
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(b) 当长度尺度 l 从 0.5 增加到 1.0 时，RBF 核函数衰减得更慢，即距离较远
的点之间也会保持较高的相关性。这样会带来以下变化：

首先，模型会认为更大范围内的样本彼此相似，预测结果会更加平滑，对
局部波动不再那么敏感。其次，由于测试点会同时受到更多已有观测点的影响，
预测方差通常会下降，模型不确定性减小。于是采集函数在选择新点时更倾向
于利用当前已经认为较优的区域，而不是探索那些距离已有样本较远的未知区
域。

因此，从探索–利用权衡的角度看，l 变大后，模型的利用性增强，探索性
减弱。相反，若 l 较小，则核函数只强调局部相似性，远处点相关性迅速衰减，
预测方差会相对更大，更有利于探索未知区域。

(c) 为更好捕捉隐私–效用之间可能存在的非线性关系，可以对核函数作如下
改进。

一种直接方法是采用带自动相关确定（ARD）的 RBF 核，即对不同输入
维度使用不同长度尺度：

kARD(x, x
′) = exp

(
−
(ϵp − ϵ′p)

2

2l2p
− (ϵu − ϵ′u)

2

2l2u

)

这样可以分别学习隐私维度与效用维度的影响范围。当两个目标对结果的敏感
程度不同，ARD 核通常比标准 RBF 核更合适。

若希望进一步表达更复杂的非线性耦合关系，可以加入乘积项或非平稳项，
例如构造如下核函数：

knew(x, x
′) = exp

(
−
(ϵp − ϵ′p)

2

2l2p
− (ϵu − ϵ′u)

2

2l2u
−

λ
(
(ϵpϵu)− (ϵ′pϵ

′
u)
)2

2

)

其中 λ > 0 为权重参数。该核函数除了考虑隐私和效用各自的相似性，还显式
建模了它们之间的交互作用，因此更适合描述“隐私提高会以非线性方式影响
效用”这一类关系。

另外，也可以采用核函数加和或乘积的方式，例如

k(x, x′) = kRBF(x, x
′) + αkPoly(x, x

′)

或
k(x, x′) = kRBF(x, x

′) · kRQ(x, x
′)

其中多项式核可增强对交互项的表达能力，Rational Quadratic 核则可以刻画
多尺度变化。这样构造的组合核往往能更好地拟合隐私–效用之间复杂、非线性
的目标函数关系。

综上，若要更好捕捉隐私–效用的非线性关系，推荐优先采用带不同长度尺
度的 ARD-RBF 核；若需要描述更强的耦合效应，则可进一步引入交互项或组
合核。
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思考题 7.3
先说明一点：题目中称其为“零和博弈”，但给出的支付矩阵并不满足零和

条件，因为每个格子的两个玩家收益之和并不恒为常数。例如，

(3, 2) ⇒ 3 + 2 = 5, (1, 0) ⇒ 1 + 0 = 1

因此这里按一般双人博弈来求纳什均衡。
根据纳什均衡的定义，需要分别找出两名玩家的最佳响应。
对于玩家 1，固定玩家 2 的动作，比较玩家 1 的收益：
当玩家 2 选 A 时，玩家 1 收益分别为

X : 3, Y : 2, Z : 1

因此玩家 1 的最佳响应为
BR1(A) = {X}

当玩家 2 选 B 时，玩家 1 收益分别为

X : 1, Y : 2, Z : 0

因此玩家 1 的最佳响应为
BR1(B) = {Y }

当玩家 2 选 C 时，玩家 1 收益分别为

X : 2, Y : 0, Z : 2

因此玩家 1 的最佳响应为
BR1(C) = {X,Z}

对于玩家 2，固定玩家 1 的动作，比较玩家 2 的收益：
当玩家 1 选 X 时，玩家 2 收益分别为

A : 2, B : 0, C : 3

因此玩家 2 的最佳响应为
BR2(X) = {C}

当玩家 1 选 Y 时，玩家 2 收益分别为

A : 1, B : 2, C : 3

因此玩家 2 的最佳响应为
BR2(Y ) = {C}

当玩家 1 选 Z 时，玩家 2 收益分别为

A : 1, B : 0, C : 2

因此玩家 2 的最佳响应为
BR2(Z) = {C}
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纳什均衡是双方策略互为最佳响应的动作组合。由上可知：

(X,C)

中，玩家 1 在玩家 2 选 C 时选择 X 是最佳响应，而玩家 2 在玩家 1 选 X 时
选择 C 也是最佳响应，所以

(X,C)

是一个纳什均衡。
同理，

(Z,C)

中，玩家 1 在玩家 2 选 C 时选择 Z 也是最佳响应，而玩家 2 在玩家 1 选 Z 时
选择 C 仍是最佳响应，所以

(Z,C)

也是一个纳什均衡。
因此，该博弈的纯策略纳什均衡为

(X,C) 和 (Z,C)

其中对应的支付分别为

(X,C) → (2, 3), (Z,C) → (2, 2)

思考题 7.4
(a) 该多目标优化问题可写为

min
w∈W

(
f1(w), f2(w)

)
其中

w = (w1, w2)

两个目标函数分别为
f1(w) = −(3w1 + 2w2)

f2(w) =
√

w2
1 + w2

2

可行域为
W = {(w1, w2) | w1 ≥ 0, w2 ≥ 0}

因此，完整数学表达式为

min
w1,w2

(
−(3w1 + 2w2),

√
w2

1 + w2
2

)
s.t. w1 ≥ 0,

w2 ≥ 0
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(b) 若要求模型准确度至少为 10，由于实际准确度为

3w1 + 2w2

因此约束条件应为
3w1 + 2w2 ≥ 10

等价地，由于
f1(w) = −(3w1 + 2w2)

也可写成
f1(w) ≤ −10

所以新的约束不等式为
3w1 + 2w2 ≥ 10

(c) 现在需要满足以下全部约束：

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, 3w1 + 2w2 ≥ 10

取两个不同的可行解。
先取

w(1) = (2, 2)

验证可行性：
3× 2 + 2× 2 = 6 + 4 = 10

满足约束。此时
f2(w

(1)) =
√
22 + 22 =

√
8 = 2

√
2

再取
w(2) = (4, 0)

验证可行性：
3× 4 + 2× 0 = 12 ≥ 10

也满足约束。此时
f2(w

(2)) =
√

42 + 02 = 4

因此，两个可行解及其对应的 f2 值可写为

w(1) = (2, 2), f2(w
(1)) = 2

√
2

w(2) = (4, 0), f2(w
(2)) = 4
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